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ВСТУП 

Нехай 𝐶 ≡ 𝐶[0, 1] – простір неперервних на відрізку [0, 1] функ-
цій 𝑓(𝑡) з нормою ‖𝑓‖𝐶 = max {|𝑓(𝑡)|: 𝑡 ∈ [0, 1]}. Позначимо через 𝛷 
безліч парних, кінцевих, неспадних на півсегменті [0, ∞) функцій 
𝜑(𝑥), які задовольняють умовам 𝜑(0) = 0, lim

𝑥→∞
𝜑(𝑥) = 𝜑(∞) = ∞. 

Якщо 𝜑(𝑥) ∈ 𝛷, то через 𝜑(𝐿) позначимо множину усіх вимірних на 
відрізку ∈ [0, 1] функцій 𝑓(𝑡), для кожної з яких ‖𝑓‖𝜑(𝐿) =

∫ 𝜑(𝑓(𝑡))
1

0
𝑑𝑡 < ∞. 

Якщо, наприклад, 𝜑(𝑥) = |𝑥|𝑝 (1 ≤ 𝑝 < ∞), то 𝜑(𝐿) є 𝐿𝑝 =
𝐿𝑝[0, 1] – нормований простір функцій, інтегрованих в p-тій степені, 

і ‖𝑓‖𝜑(𝐿) в цьому випадку є p-а степінь норми ‖𝑓‖𝐿𝑝
, де 

‖𝑓‖𝐿𝑝
= {∫ |𝑓(𝑡)|𝑝1

0
𝑑𝑡}

1/𝑝
.     (1) 

Якщо 0 < 𝑝 < 1, то величина (1) не є нормою, але ми зберігаємо 
позначення і в цьому випадку. При 0 < 𝑝 < 1 клас 𝐿𝑝 є метричним 

простором, в якому метрику можна задати рівнянням 

𝜌(𝑓, 𝑔) = ‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝

𝑝
. 

Модулем неперервності функції 𝑓 ∈ 𝐶 називають величину 
𝜔(𝑓, 𝑡) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝜏1) − 𝑓(𝜏2)|: 𝜏1, 𝜏2 ∈ [0,1], |𝜏1 − 𝜏2|  ≤ 𝑡}. 

Через 𝑊𝑟𝐻𝜔[𝑎, 𝑏] (𝑟 ∈ 𝑍+, 𝑎 < 𝑏) позначимо клас r разів непере-
рвно диференційованих на відрізку [𝑎, 𝑏] функцій 𝑓(𝑡), що у них мо-

дуль неперервності r-ї похідної 𝜔(𝑓(𝑟), 𝑡) (𝑓(0)(𝑡) ≡ 𝑓(𝑡)) не переве-
ршує заданого модуля неперервності 𝜔(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 − 𝑎.  

Покладемо 𝑊𝑟𝐻𝜔 ≡ 𝑊𝑟𝐻𝜔[0, 1], 𝐻𝜔[𝑎, 𝑏] ≡ 𝑊0𝐻𝜔[𝑎, 𝑏], 𝐻𝜔 ≡
𝐻𝜔[0, 1]. 

Через 𝑊𝑟𝐻𝜔
∗  позначимо клас 1-періодичних функцій 𝑓(𝑡) ∈

𝑊𝑟𝐻𝜔. 
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У подальшому нам буде потрібна функція 

𝛺𝑟(𝜔, 𝑡) = 𝑠𝑢𝑝{𝑚𝑎𝑥{|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥)| ∶  𝑥} ∶  𝑓 ∈ 𝑊𝑟𝐻𝜔
∗ }, 

точне значення якої при кожному 𝑟 ∈ 𝑍+ і опуклому вгору модулі не-
перервності 𝜔(𝑡) знайдено М. П. Корнійчуком в [1]. Зокрема встано-
влено, що для 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 и 𝑟 = 2𝜈 (𝜈 ∈ 𝑁) 

𝛺2𝜈(𝜔, 𝑡) = (
1

2𝜋
)

2𝜈−1

∙ 2 ∙ ∑
𝑏2𝑘+1 sin((2𝑘 + 1)𝜋𝑡)

(2𝑘 + 1)2𝜈
,

∞

𝑘=0

 

𝑏𝑘 =
2

𝜋
∫ 𝜔(2𝑡) sin(𝑘2𝜋𝑡) 𝑑𝑡

1/4

0
.   (2) 

Відзначимо, що 𝛺0(𝜔, 𝑡) ≡ 𝜔(𝑡) для 0 ≤ 𝑡 ≤ 1/2. Функція 
𝛺𝑟(𝜔, 𝑡) (𝑟 ∈ 𝑍+) має наступні властивості [2]:  

1) 𝛺𝑟(𝜔, 𝑡) монотонно зростає на (0,1/2); 
2) max

0≤𝑡≤1
𝛺𝑟(𝜔, 𝑡) = max 𝛺𝑟(𝜔, 1/2); 

3) 𝛺𝑟 (𝜔,
1

2
+ 𝑡) = 𝛺𝑟 (𝜔,

1

2
− 𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1/2. 

На відрізку [0, 1] введемо рівномірне розбиття 𝑡𝑖 = 𝑖/𝑛 (𝑖 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅) 
і замінимо функцію 𝑓(𝑡) ламаною 𝜎𝑛(𝑓, 𝑡), яка її інтерполює і є ліній-

ною на кожному відрізку [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅) і 𝜎𝑛(𝑓, 𝑡𝑖) = 𝑓(𝑡𝑖), (𝑖 =
0, 𝑛̅̅ ̅̅̅). Якщо 𝑓(𝑡) є абсолютно неперервною функцією на відрізку 

[0, 1], то при 𝑡𝑖−1 < 𝑡 < 𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅) маємо 

𝜎𝑛
(1)

(𝑓, 𝑡) = Ψ𝑛(𝑓(1), 𝑡), де Ψ𝑛(𝑔, 𝑡) = 𝑛 ∫ 𝑔(𝜏)𝑑𝜏
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
. 

ОГЛЯД ДЖЕРЕЛ 

Основні результати з тематики кусково-сталого наближення фун-
кцій належать М. П. Корнійчуку. Деякі з отриманих ним результатів 
можна знайти у роботі [3]. У роботах [4–6] О. В. Черницька досліджу-
вала кусково-стале наближення функцій однієї змінної у просторах 
Орлича.  

У роботі В. Н. Малоземова [7] знайдено точні верхні грані вели-
чини ‖𝑓 − 𝜎𝑛(𝑓)‖𝐶  на класах 𝐻𝜔 и 𝑊1𝐻𝜔 для опуклого вгору модуля 
неперервності 𝜔(𝑡). В. Ф. Сторчай [8] отримав точну оцінку вели-
чини ‖𝑓 − 𝜎𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝

 (1 ≤ 𝑝 < ∞) на класі 𝐻𝜔 при тех самих обмежен-

нях на функцію 𝜔(𝑡).  
У випадку довільного модуля неперервності А. С. Логінов [9] 

знайшов точну оцінку величини ‖𝑓 − 𝜎𝑛(𝑓)‖𝐶  на класах 𝐻𝜔, а В. 

Н. Малоземов [10] обчислив точну верхню грань величини ‖𝑓(1) −

𝜎𝑛
(1)(𝑓)‖

𝐶
 на класі функцій 𝑊1𝐻𝜔. 

У роботах М. П. Корнійчука [11] та С. А. Бельського [12] 
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містяться результати про кусково-стале наближення класів функцій 
𝑛-змінних, які визначені через модулі неперервності. 

У роботах [13–19] також вивчались апроксимаційні властивості 
кусково-сталих функцій у різноманітних просторах. 

МАТЕРІАЛИ ТА МЕТОДИ 

Метою дослідження поставимо отримати оцінки наближення 1-

періодичних функцій з класів 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔
∗  (𝜈 ∈ 𝑁), де 𝜔(𝑡) – опуклий 

вгору модуль неперервності, такими функціями:  
а) інтерполюючими функціями 𝑓(𝑡) ∈ 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔

∗  на множині то-

чок 𝑡𝑖 = 𝑖/𝑛 (𝑖 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅);  
б) кусково-сталими функціями 𝜎𝑛(𝑓, 𝑡) в інтегральній метриці 𝐿𝑝 

(0 < 𝑝;  
в) кусково-сталими функціями 𝜎𝑛(𝑓, 𝑡), 𝑛 = 2𝑚 (𝑚 ∈ 𝑁) у рівно-

мірній метриці. 
Після чого зробимо висновки щодо точності оцінок похибок 

отриманих наближень. 
Введемо наступні допоміжні функції: 

𝜆(𝜔; 𝑎, 𝑏; 𝑡) =
1

2
{

 𝜔(𝑎 + 𝑏 − 2𝑡), якщо 𝑎 ≤ 𝑡 ≤
𝑎+𝑏

2
,

−𝜔(2𝑡 − 𝑎 − 𝑏), якщо 
𝑎+𝑏

𝑐
≤ 𝑡 ≤ 𝑏;

 (3) 

𝐿(𝜔; 𝑎, 𝑏; 𝑡) = ∫ 𝜆(𝜔; 𝑎, 𝑏; 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑎
 (𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏).   (4) 

М. П. Корнійчук [20] показав справедливість наступної теореми. 
 
Теорема А. Яким би не був модуль неперервності 𝜔(𝑡) для будь-

якої функції 𝑓 ∈ 𝑊1𝐻𝜔 справедливі нерівності 

‖𝑓 − 𝜎𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝

𝑝
≤ ∫ |𝐿(𝜔; 0,1/𝑛; 𝑡)|𝑝𝑑𝑡 (𝑝 > 0).

1/𝑛

0
  (5) 

У випадку опуклого вгору модуля безперевності 𝜔(𝑡) оцінка (4) є 
непокращуваною на класі 𝑊1𝐻𝜔, а при n парному – і на класі 𝑊1𝐻𝜔

∗ .  
Зміст даної роботи зв’язаний зі своєрідним поширенням резуль-

тата теореми А на класи 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔
∗  і більш загальні простори 𝜑(𝐿) з 

використанням величини 𝛺2𝜈(𝜔, 𝑡), заданої у (2). 

РЕЗУЛЬТАТИ 

Для початку висунемо та доведемо наступну теорему. 
 
Теорема 1. Нехай функція 𝜑(𝑥) ∈ 𝛷 неперервна і монотонно зро-

стає на [0, ∞), 𝜔(𝑡) є опуклий вгору модуль неперервності. Тоді для 
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будь-якої функції 𝑓 ∈ 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔
∗  (𝜈 ∈ 𝑁) і 𝑛 = 2, 3, … , ∞ справедлива 

нерівність 

‖𝑓 − 𝜎𝑛(𝑓)‖𝜑(𝐿) ≤ 𝑛 ∫ 𝜑 (
1

2
∫ 𝛺2𝜈(𝜔, 2𝑡 − 1/𝑛)𝑑𝑡

𝑥

0
) dx ,

1/𝑛

0
  (6) 

непокращувана для 𝑛 = 2𝑚 (𝑚 ∈ 𝑁) на всьому класі 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔
∗ . 

 
Доведення теореми 1. 
Нам потрібна низка допоміжних результатів, які, у певному сенсі, 

є поширенням лем 5.2.7 і 5.2.8 з [21, с.230-231] на випадок класів 
𝑊𝑟𝐻𝜔 

∗ та простору 𝜑(𝐿). Для цього нагадаємо деякі визначення та по-
няття, зв’язані з перестановками функцій [22].  

Нехай 𝑓(𝑡) є сумованою на відрізку [𝑎, 𝑏] функцією і при будь-
якому фіксованому 𝑦 ≥ 0 𝑙𝑦(𝑓) = {𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]: |𝑓(𝑡)| > 𝑦}. 

Припускаємо 𝑚(𝑓, 𝑦) = mes 𝑙𝑦(𝑓). Функція 𝑡 = 𝑚(𝑓, 𝑦) визна-

чена для 0 ≤ 𝑦 < +∞, не зростає і 𝑚(𝑓, 0) = 𝑏 − 𝑎, 𝑚(𝑓, +∞) =
lim

𝑦→+∞
 𝑚(𝑓, 𝑦) = 0. 

Якщо 𝑚(𝑓, 𝑦) неперервна і строго спадна, то існує зворотна до неї 
строго спадна функція 𝑅(𝑓, 𝑡) ≡ 𝑅(𝑓; 𝑎, 𝑏; 𝑡), яку називають спадною 
перестановкою функції 𝑓(𝑡) . У загальному випадку функція 
𝑚(𝑓, 𝑦) може мати проміжки сталості, а також розриви першого роду 
у кінцевій або лічильній кількості точок. Щоб однозначно визначити 
зворотну до неї функцію 𝑅(𝑓, 𝑡), графік 𝑚(𝑓, 𝑦) виправляють певним 
чином [22, c. 131]. 

 
Лема 1. 
Нехай 𝑓(𝑡) ∈ 𝑊𝑟𝐻𝜔[𝑎, 𝑏] (𝑟 ∈ 𝑁) і 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑏 − 𝑎 ≤
1

2
) ,

𝑥

𝑎

 

причому 𝐹(𝑏) = 0. Якщо 𝜔(𝑡) є опуклий вгору модуль неперервності, 
то майже всюди на відрізку [0, 𝑏 − 𝑎] справедлива нерівність 

|𝑅(1)(𝐹, 𝑥)| ≤
𝛺𝑟(𝜔,𝑥)

4
.     (7) 

 
Доведення леми 1. 
Відомо з [22, с. 134], що з абсолютної неперервності функції 

𝐹(𝑥) на відрізку [𝑎, 𝑏] випливає абсолютна неперервність перестано-
вки 𝑅(𝑓, 𝑥) на відрізку [0, 𝑏 − 𝑎]. Зафіксуємо точку 𝑥0 ∈ (0, 𝑏 − 𝑎), в 

якій існує похідна 𝑅(1)(𝐹, 𝑥0), і припустимо 𝑦0 = 𝑅(𝐹, 𝑥0). Через ви-
значення перестановки на інтервалі (𝑎, 𝑏) знайдуться такі точки 𝑥1 і 
𝑥2 (𝑥1 < 𝑥2), що 𝑥2 − 𝑥1 ≤ 𝑥0 і 

|𝐹(𝑥1)| = |𝐹(𝑥2)| = 𝑅(𝐹, 𝑥0), 𝑠𝑔𝑛 𝐹(𝑥1) =  𝑠𝑔𝑛 𝐹(𝑥2),  (8) 
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|𝐹(𝑥)| > 𝑦0 ∀𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2). 
Враховуючи спадний характер перестановки 𝑅(𝑓, 𝑥), функції 

𝐹(𝑥) і співвідношення (9) для досить малого за абсолютною величи-
ною ℎ < 0 підберемо числа ℎ1 > 0 і ℎ2 < 0 так, щоб  

|ℎ1 − ℎ2| < |ℎ|, 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥1 + ℎ1 < 𝑥2 + ℎ2 < 𝑥2 < 𝑏  
та виконувались рівності 

𝑅(𝐹, 𝑥0 + ℎ) − 𝑅(𝐹, 𝑥0) = |𝐹(𝑥1 + ℎ1) − 𝐹(𝑥1)| = |𝐹(𝑥2 + ℎ2) −
𝐹(𝑥2)|,         (9) 

𝑠𝑔𝑛[𝐹(𝑥1 + ℎ1) − 𝐹(𝑥1)] = 𝑠𝑔𝑛[𝐹(𝑥2 + ℎ2) − 𝐹(𝑥2)].   (10) 
Неважко показати [23], що для обраних вказаним чином чисел 

ℎ, ℎ1, ℎ2 справедлива нерівність 
1

|ℎ|
≤

1

4
(

1

|ℎ1|
+

1

|ℎ2|
).     (11) 

Тоді із співвідношень (9)-(10), з урахуванням нерівності (11) ма-
ємо  

|
𝑅(𝐹,𝑥0+ℎ)−𝑅(𝐹,𝑥0)

4
| ≤

1

4
|

𝐹(𝑥1+ℎ1)−𝐹(𝑥1)

ℎ1
−

𝐹(𝑥2+ℎ2)−𝐹(𝑥2)

ℎ2
|  (12) 

Якщо 𝑓(𝑡) ∈ 𝑊𝑟𝐻𝜔[𝑎, 𝑏] (𝑏 − 𝑎 ≤ 1/2), то спрямовуючи ℎ до 0 
для лівої похідної функції 𝑅(𝑓, 𝑥) в точці отримаємо 

|𝑅−
(1)(𝐹, 𝑥0)| ≤

1

4
|𝐹(1)(𝑥1) − 𝐹(1)(𝑥2)| =

1

4
|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)|. 

Візьмемо з класу 𝑊𝑟𝐻𝜔 
∗  функцію 𝑔(𝑡), що збігається з функ-

ціією 𝑓(𝑡) всюди на відрізку [𝑎, 𝑏]. Тоді, враховуючи властивість фу-
нкції 𝛺𝑟(𝜔, 𝑡), із співвідношення вище маємо 

|𝑅−
(1)(𝐹, 𝑥0)| ≤

1

4
|𝑔(𝑥1) − 𝑔(𝑥2)| ≤

1

4
𝛺𝑟(𝜔, 𝑥2 − 𝑥1) ≤≤

1

4
𝛺𝑟(𝜔, 𝑥0). 

Оцінка правої похідної 𝑅+
(1)(𝐹, 𝑥0) отримується аналогічним ви-

щевикладеному чином. Лема 1 доведена. 
Позначимо через 𝑓2𝜈(𝑡) функцію із класу 𝑊2𝜈𝐻𝜔 

∗  (𝜈 ∈ 𝑁), похі-
дна якої порядку 2𝜈 є непарна 1-періодична функція, причому 

𝑓2𝜈
(2𝑣)

=
1

2
{

𝜔(2𝑡) , якщо 0 ≤ 𝑡 ≤
1

4
,

𝜔(1 − 2𝑡) , якщо 
1

4
≤ 𝑡 ≤

1

2
,
   (13) 

де 𝜔(𝑡) є опуклий вгору на відрізку [0, 1/2] модуль неперервності. 
Неважко перевірити (див., напр., [2]), що для визначеної вище функції 
𝑓2𝜈(𝑡) має місце наступна рівність 

𝑓2𝜈(𝑡) = (−1)𝜈 (
1

2𝜋
)

2𝜈−1
∑

𝑏2𝑘+1 sin((2𝑘+1)2𝜋𝑡)

(2𝑘+1)2𝜈 ,∞
𝑘=0  (14) 

де коефіцієнти 𝑏2𝑘+1 визначені рівняннями (2). 
Визначимо на фиксованому відрізку [𝑎, 𝑏] (𝑏 − 𝑎 ≤ 1) функцію 
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𝜓2𝜈(𝜔; 𝑎, 𝑏; 𝑡) = 𝑓2𝜈 (𝑡 −
𝑎+𝑏

2
).   (15) 

Використовуючи рівняння (13) і властивості опуклого вгору мо-
дуля неперервності, неважко показати належність функції 
𝜓2𝜈(𝜔; 𝑎, 𝑏; 𝑡) класу 𝑊2𝜈𝐻𝜔[𝑎, 𝑏] (𝜈 ∈ 𝑁). Покладемо 

𝐹2𝜈+1(𝑥) ≡ 𝐹2𝜈+1(𝜔;  𝑎, 𝑏;  𝑥) = ∫ 𝜓2𝜈(𝜔;  𝑎, 𝑏;  𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

,  

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏.     (16) 

Ясно, що 𝐹2𝜈+1(𝑥) ∈ 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔[𝑎, 𝑏] (𝜈 ∈ 𝑁) и, на підставі фор-
мул (14)-(15), 𝐹2𝜈+1(𝑏) = 0. Оскільки 𝐹2𝜈+1(𝑎 + 𝑥) = 𝐹2𝜈+1(𝑏 − 𝑥), 
0 ≤ 𝑥 ≤ (𝑏 − 𝑎)/2 то, зберігаючи позначення, використовувані під 
час доведення леми 1, маємо 

|
𝑅(𝐹2𝜈+1,𝑥0+ℎ)−𝑅(𝐹2𝜈+1,𝑥0)

4
| =

1

4
|

𝐹2𝜈+1(𝑥1+ℎ1)−𝐹2𝜈+1(𝑥1)

ℎ1
−

−
𝐹2𝜈+1(𝑥2+ℎ2)−𝐹2𝜈+1(𝑥2)

ℎ2
|.      (17) 

Переходячи до границі при ℎ → 0 із (18), враховуючи рівняння 
𝑥1 = 𝑎 + 𝑡, 𝑥2 = 𝑏 − 𝑡, 𝑥0 = 𝑥2 − 𝑥1 (0 ≤ 𝑡 ≤ (𝑏 − 𝑎)/2) і співвідно-
шення (2), (14 –16), отримаємо 

|𝑅−
(1)(𝐹2𝜈+1, 𝑥0)| =

1

4
|𝐹2𝜈+1

(1) (𝑥1) − 𝐹2𝜈+1
(1) (𝑥2)| = 

=
1

4
|2𝑓2𝜈(𝑥0/2)| =

1

4
𝛺2𝜈(𝜔, 𝑥0).    (18) 

Права похідна 𝑅+
(1)

(𝐹2𝜈+1, 𝑥0) оцінюється за допомогою вищена-

ведених міркувань. Оскільки перестановка функції 𝐹2𝜈+1(𝑥) спадає 
на відрізку [0, 𝑏 − 𝑎], то із рівняння (18) випливає, що майже всюди 
на [0, 𝑏 − 𝑎] (𝑏 − 𝑎 ≤ 1), має місце рівність 

 𝑅(1)(𝐹2𝜈+1, 𝑥) = −
1

4
𝛺2𝜈(𝜔, 𝑥) (𝜈 ∈ 𝑁).   (19) 

 
Лема 2. 
Нехай функція 𝜑(𝑥) ∈ 𝛷 неперервна і монотонно зростає на 

[0, ∞). Якщо 𝑓(𝑡) ∈ 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔[𝑎, 𝑏] (𝑏 − 𝑎 ≤ 1/2, 𝜈 ∈ 𝑁), то в умовах 
леми 1 має місце співвідношення 

𝑅(𝐹, 𝑥) ≤ 𝑅(𝐹2𝜈+1, 𝑥) (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 − 𝑎),   (20) 

∫ 𝜑(𝐹(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ ∫ 𝜑(𝐹2𝜈+1(𝜔; 𝑎, 𝑏; 𝑥))𝑑𝑥.

𝑏

𝑎
   (21) 

 
Доведення леми 2. 
Із співвідношень (8) і (19) випливає, що майже всюди на відрізку 

[0, 𝑏 − 𝑎] (𝑏 − 𝑎 ≤ 1/2), 𝑅(1)(𝐹, 𝑥) ≥ 𝑅(1)(𝐹2𝜈+1, 𝑥).  
Тоді для будь-якого 𝑥 ∈ [0, 𝑏 − 𝑎] 



Challenges and Issues of Modern Science, 2 (2024) 

291 

∫ 𝑅(1)(𝐹, 𝑡)𝑑𝑡
𝑏−𝑎

𝑥
≥ ∫ 𝑅(1)(𝐹2𝜈+1, 𝑡)𝑑𝑡.

𝑏−𝑎

𝑥
   (22) 

Оскільки 𝑅(𝐹, 𝑏 − 𝑎) = 𝑅(𝐹2𝜈+1, 𝑏 − 𝑎) = 0, то із (22) випливає 
справедливість нерівності (20). 

Через монотонне зростання функції 𝜑(𝑥) на [0, ∞) та її парності 
на 𝑅 для будь-якого 𝑣 > 0 маємо 

𝑚𝑒𝑠{𝑥: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 − 𝑎, 𝑅(𝜑(𝑓), 𝑥) > 𝑦}

= 𝑚𝑒𝑠{𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑(𝑓(𝑥)) > 𝑦} = 

= 𝑚𝑒𝑠{𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, |𝑓(𝑥)| > 𝜑−1(𝑦) } =
= 𝑚𝑒𝑠{𝑥: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 − 𝑎, 𝑅(𝑓, 𝑥) > 𝜑−1(𝑦)} = 

= 𝑚𝑒𝑠{𝑥: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 − 𝑎, 𝜑(𝑅(𝑓, 𝑥)) > 𝑦}.   (23) 
Використовуючи визначення інтеграла Лебега і співвідношення 

(23), маємо 

∫ 𝜑(𝑓(𝑡))𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑅(𝜑(𝑓), 𝑡)𝑑𝑡

𝑏−𝑎

0
= ∫ 𝜑(𝑅(𝑓, 𝑡))𝑑𝑡

𝑏−𝑎

0
.  (24) 

Із (20) та (24) отримаємо 

∫ 𝜑(𝐹(𝑡))𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑅(𝜑(𝐹), 𝑡)𝑑𝑡
𝑏−𝑎

0

≤ ∫ 𝑅(𝜑(𝐹2𝜈+1), 𝑡)𝑑𝑡
𝑏−𝑎

0

= ∫ 𝜑(𝐹2𝜈+1(𝑡))𝑑𝑡
𝑏

𝑎

. 

Лема 2 доведена. 

ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ 

Продовжуючи доведення теореми 1, розглянемо довільну функ-

цію 𝑓(𝑡) ∈ 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔 
∗  (𝜈 ∈ 𝑁). Покладемо 

𝑔(𝑓, 𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝜎𝑛(𝑓, 𝑡).    (25) 

Тоді для будь-якого 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 𝑡 ≠ 𝑖/𝑛 (𝑖 = 0, 𝑛), внаслідок викла-
деного в п. 1, справедливо 

𝑔(1)(𝑓, 𝑡) = 𝑓(1)(𝑡) − 𝜓𝑛(𝑓(1), 𝑡).   (26) 

Розглядаючи функцію 𝑔(1)(𝑓, 𝑡) на фіксованому відрізку [
𝑖−1

𝑛
,

𝑖

𝑛
], 

довизначимо її на кінцях відрізка по неперервності. Зрозуміло, що фу-

нкція 𝑔(1)(𝑓, 𝑡) є елементом класу 𝑊2𝜈𝐻𝜔[(𝑖 − 1)/𝑛, 𝑖/𝑛]. Врахову-

ючи визначення функції 𝜎𝑛(𝑓, 𝑡) із (25), маємо 𝑔(𝑓, 𝑖/𝑛) = 0, 𝑖 = 0, 𝑛. 

Тоді функції 𝑔(1)(𝑓, 𝑡) и 𝑔(𝑓, 𝑡) задовольняють на відрізку [
𝑖−1

𝑛
,

𝑖

𝑛
] 

умовам леми 2, що накладаються на функції 𝑓(𝑥) і 𝐹(𝑥) відповідно. З 
урахуванням (21) і (25) для 𝑛 = 2, 3, … запишемо 

∫ 𝜑(𝑔(𝑓, 𝑡))𝑑𝑡
𝑖/𝑛

(𝑖−1)/𝑛
≤ ∫ 𝜑 (𝐹2𝜈+1 (𝑤; 

𝑖−1

𝑛
,

𝑖

𝑛
;  𝑡)) 𝑑𝑡

𝑖

𝑛
𝑖−1

𝑛

.  (27) 
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Використовуючи співвідношення (2) та визначення функції 
𝐹2𝜈+1(𝑥) (14)-(16) неважко переконатись, що, 

 ∫ 𝜑 (𝐹2𝜈+1 (𝑤;
𝑖−1

𝑛
,

𝑖

𝑛
; 𝑡)) 𝑑𝑡

𝑖

𝑛
𝑖−1

𝑛

= ∫ 𝜑 (
1

2
∫ 𝛺2𝜈(𝜔, 2𝑡 −

𝑥

0

1/𝑛

0

− 1/𝑛)𝑑𝑡) dx .         (28) 

На підставі (25) запишемо 

‖𝑓 − 𝜎𝑛(𝑓)‖𝜑(𝐿) = ∑ ∫ 𝜑(𝑔(𝑓, 𝑡))
𝑖/𝑛

(𝑖−1)/𝑛

𝑑𝑡

𝑛

𝑖=1

. 

Тоді, застосовуючи на кожному відрізку [
𝑖−1

𝑛
,

𝑖

𝑛
], (𝑖 = 1, 𝑛) нерів-

ність (27) і враховуючи (28) для 𝑛 = 2, 3, …, отримаємо оцінку зверху 

‖𝑓 − 𝜎𝑛(𝑓)‖𝜑(𝐿) ≤ 𝑛 ∫ 𝜑 (
1

2
∫ 𝛺2𝜈 (𝜔, 2𝑡 −

1

𝑛
) 𝑑𝑡

𝑥

0
) dx .

1/𝑛

0
 (29) 

Розглянемо на відрізку [0, 1] для 𝜈 ∈ 𝑁 функцію 

𝜆2𝜈(𝜔, 𝑡) = (−1)𝑖 𝜓2𝜈 (𝜔;
𝑖−1

𝑛
,

𝑖

𝑛
; 𝑡) , 𝑖 = 1, 𝑛 .   (30) 

Використовуючи властивості опуклого вгору модуля неперервно-

сті 𝜔(𝑡) і співвідношення (13)-(15), неважко показати, що 𝜆2𝜈
(2𝜈)(𝜔, 𝑥) 

належить до класу 𝐻𝜔 
∗  у випадку парних 𝑛, а значить, 𝜆2𝜈(𝜔, 𝑡) ∈

𝑊2𝜈𝐻𝜔 
∗ .  

Очевидно, що функція 

 𝐿2𝜈+1(𝜔, 𝑥) = ∫ 𝜆2𝜈(𝜔, 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
 (0 ≤ 𝑡 ≤ 1)   (31) 

для 𝑛 = 2𝑚 (𝑚 ∈ 𝑁) є елементом класу 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔 
∗ .  

Із (14)-(16) и (30)-(31) випливає, що 

𝐿2𝜈+1(𝜔, 𝑖/𝑛) = 0, 𝑖 = 0, 𝑛.     (32) 
Завдяки інтерполяційному характеру функції 𝜎𝑛(𝑓, 𝑡) маємо 

𝜎𝑛(𝐿2𝜈+1(𝜔), 𝑡) = 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.   (33) 
Використовуючи рівняння (14)-(16), (30)-(33) та (28), запишемо 

для 𝑛 = 2𝑚 (𝑚 ∈ 𝑁) 

‖𝐿2𝜈+1(𝜔) − 𝜎𝑛(𝐿2𝜈+1(𝜔))‖
𝜑(𝐿)

= 𝑛 ∫ 𝜑 (
1

2
∫ 𝛺2𝜈 (𝜔, 2𝑡 −

𝑥

0

1/𝑛

0

−
1

𝑛
) 𝑑𝑡) dx .     (34) 

Співставляючи отриману раніше оцінку зверху (29) з оцінкою 
(34), переконуємось в тому, що для парних 𝑛 співвідношення (5) не-
покращуване на всьому класі 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔 

∗  (𝜈 ∈ 𝑁).  
Теорема 1 доведена. 
 
Наслідок 1. 
Нехай 𝜑(𝑥) = |𝑥|𝑝 (0 < 𝑝 < ∞) и 𝜔(t) – опуклий вгору модуль 
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неперервності. Тоді для будь-якої функції 𝑓 ∈ 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔 
∗  (𝜈 ∈ 𝑁) і 

𝑛 = 2, 3, … справедливо непокращувана для парних 𝑛 нерівність 

‖𝑓 − 𝜎𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝

𝑝
≤ 2−𝑝𝑛 ∫ |∫ 𝛺2𝜈 (𝜔, 2𝑡 −

1

𝑛
) 𝑑𝑡

𝑥

0
| dx .

1/𝑛

0
  (35) 

Граничним переходом в (35) при 𝑝 → ∞ отримаємо відповідні то-
чні оцінки похибки наближення у метриці простору 𝐶 при 𝑛 =
2𝑚 (𝑚 ∈ 𝑁) и 𝑟 = 2𝜈 + 1 (𝜈 ∈ 𝑁). 

 
Наслідок 2. 
Нехай 𝜔(t) – опуклий вгору модуль неперервності. Тоді при 𝑛 =

2𝑚 (𝑚 ∈ 𝑁) и 𝑟 = 2𝜈 + 1 (𝜈 ∈ 𝑁) справедлива рівність 

sup
𝑓∈𝑊𝑟𝐻𝜔 

∗
‖𝑓 − 𝜎𝑛(𝑓)‖𝐶 =

1

4
∫ 𝛺2𝜈(𝜔, 𝑡)𝑑𝑡

1/𝑛

0

=
1

𝜋
(

1

2𝜋
)

𝑟−2

∑
𝑏2𝑘+1 sin2 (

(2𝑘 + 1)𝜋
2𝑛 )

(2𝑘 + 1)𝑟

∞

𝑘=0

 . 

У метриках просторів 𝜑(𝐿), породжених неперервними і спад-
ними функціями 𝜑(𝑥) (0 ≤ 𝑥 < ∞), отримані оцінки наближення 

класів 1-періодичних функцій 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔
∗  (𝜈 ∈ 𝑁), де 𝜔(𝑡) – опуклий 

вгору модуль неперервності, кусково-сталими функціями 𝜎𝑛(𝑓, 𝑡) ін-
терполюючими функції 𝑓(𝑡) ∈ 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔

∗  на множині точок 𝑡𝑖 = 𝑖/𝑛 

(𝑖 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅).  
Отримані оцінки є непокращуваними для 𝑛 = 2𝑚 (𝑚 ∈ 𝑁) на 

всьому класі 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔
∗  (𝜈 ∈ 𝑁). Дані результати є своєрідним поши-

ренням раніше відомих результатів на класи 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔
∗  і більш зага-

льні простори 𝜑(𝐿). 

ВИСНОВКИ 

1. Отримані оцінки наближення 1-періодичних функцій з класів 
𝑊2𝜈+1𝐻𝜔

∗  (𝜈 ∈ 𝑁), де 𝜔(𝑡) – опуклий вгору модуль неперервності, 
кусково-сталими функціями 𝜎𝑛(𝑓, 𝑡), інтерполюючими функціями 

𝑓(𝑡) ∈ 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔
∗  на множині точок 𝑡𝑖 = 𝑖/𝑛 (𝑖 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅) в метриках про-

сторів 𝜑(𝐿).  
2. Отримано оцінку похибок наближення класів 1-періодичних 

функцій із класів 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔
∗  (𝜈 ∈ 𝑁), де 𝜔(𝑡) – опуклий вгору модуль 

неперервності, кусково-сталими функціями 𝜎𝑛(𝑓, 𝑡) в інтегральній 
метриці 𝐿𝑝 (0 < 𝑝 < ∞). Оцінки виражені через функцію 𝛺2𝜈(𝜔, 𝑡).  

3. Доведено теорему про зв’язок неперервної і монотонно зроста-

ючої на [0, ∞) функції 𝜑(𝑥) ∈ 𝛷 і будь-якої функції 𝑓 ∈ 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔
∗  
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(𝜈 ∈ 𝑁) і 𝑛 = 2, 3, … , ∞; а також двох лем та двох наслідків з теореми. 
4. Результати проведеного дослідження є своєрідним поширен-

ням раніше відомих результатів наближення функцій на класи 1-пері-
одичних функцій 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔

∗  та більш загальні простори 𝜑(𝐿) . 
5. Доведено, що отримані оцінки є непокращуваними для 𝑛 = 2𝑚 

(𝑚 ∈ 𝑁) на всьому класі 𝑊2𝜈+1𝐻𝜔
∗  (𝜈 ∈ 𝑁).  

6. Отримані нові результати теорії апроксимації функцій можуть 
бути використані для подальших практичних застосувань, зокрема, в 
теорії вейвлетів. Прикладним аспектом використання отриманих на-
укових результатів є також можливість застосування оцінок похибок 
наближення теорії чисельних методів при побудові чисельних алго-
ритмів й обробці сигналів. 
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