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ВСТУП 

Безпілотні літальні апарати (БПЛА, або дрони) стають наразі нага-
льною темою досліджень. Дрони є ефективним інструментом для мо-
ніторингу навколишнього середовища і забезпечення досягнення лока-
цій, недоступних людині; їх активно використовують у військових ці-
лях, таких, як розвідка, пристосовують для роботи в агресивному сере-
довищі, для польотів у відкритому космосі та ін. На даний момент най-
популярнішим видом БПЛА є дрон-квадрокоптер через досить просту 
конструкцію та великий спектр завдань, що можуть бути вирішені за 
його допомогою. Однак, керування рухом дрона-квадрокоптера є скла-
дною задачею, яка вимагає розробки ефективних методів та алгоритмів 
для досягнення бажаних результатів. Числове дослідження керованого 
руху дрона-квадрокоптера стає важливим інструментом для дослі-
дження його поведінки та оптимізації траєкторій польоту. Це відбува-
ється з використанням апарату та методів теорії керування, спрямова-
них на формулювання та розв’язання крайової задачі необхідних умов 
оптимальності принципу максимуму Л.С. Понтрягіна з урахуванням 
обмежень на керування та на степені свободи дрона (так званих фазо-
вих обмежень), що регулюють його поведінку у просторі. Тому розро-
бка й удосконалення існуючих систем керування дронами, а також по-
шук ефективних математичних методів для їх дослідження є актуаль-
ною проблемою у сфері системних досліджень. 

МЕТА І ЗАВДАННЯ 

Метою роботи є аналіз керованого руху дрона-квадрокоптера, що 
передбачає виконання наступних завдань: дослідження фізичних ос-
нов поведінки дрона-квадрокоптера та уточнення математичної мо-
делі його руху на основі якісного аналізу існуючих моделей; форму-
лювання оптимізаційної задачі та з’ясування її властивостей; конст-
руювання на базі апарату функціонального аналізу і теорії оптимізації 
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обчислювальних схем та програмних засобів розв’язання задачі опти-
мізації траєкторії польоту дрона-квадрокоптера; аналіз та інтерпрета-
ція отриманих результатів дослідження. 

МАТЕРІАЛИ ТА МЕТОДИ 

Математичну модель руху дрона складемо у вигляді системи зви-
чайних диференціальних рівнянь, відповідно до [1]: 

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑋(𝑡), 𝑢(𝑡)),     𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (1) 

де 𝑋(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥12(𝑡))𝑇 – шукана векторна функція на
[𝑡0, 𝑇], яка характеризує процес керованого руху дрона і відображає
всі ступені свободи, а саме, положення центру мас та орієнтацію 
дрона у просторі в кожен момент часу 𝑡 (𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇);  𝑢(𝑡) =
(𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), 𝑢3(𝑡), 𝑢4(𝑡))𝑇 – шуканий вектор параметрів керування,
що визначають хід процесу і являють собою зусилля кожного з чоти-
рьох моторів дрона в проміжку часу [𝑡0, 𝑇];  𝑓(𝑋(𝑡), 𝑢(𝑡)) =
(𝑓1(𝑋(𝑡), 𝑢(𝑡)), 𝑓2(𝑋(𝑡), 𝑢(𝑡)), … , 𝑓12(𝑋(𝑡), 𝑢(𝑡)))𝑇  – відома векторна
функція, яка описує внутрішній устрій дрона і враховує вплив зовні-
шніх факторів. Межі 𝑡0 та 𝑇 проміжку змінення часу вважатимемо
фіксованими. Рівняння руху (1) доповнимо обмеженнями на змінні 
стану системи та керування: 

𝑋(𝑡0) = 𝑋(0); (2) 

𝑋(𝑇) = 𝑋(1); (3) 

𝑋(𝑡) ∈ 𝐺(𝑡),    𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇; (4) 

𝑈 = {𝑢(𝑡) ∈ 𝐿2
(4)[𝑡0, 𝑇]:  𝑢𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑢𝑖(𝑡) ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥, 𝑖 = 1, 4̅̅ ̅̅̅}, (5) 

де  𝑋(0) та 𝑋(1) – відомі вектори з ℝ12; 𝑢𝑚𝑖𝑛 ≥ 0  та  𝑢𝑚𝑎𝑥 > 0 – задані
величини, що визначають ресурс керування; 𝐺(𝑡) ⊂ 𝐸12 – множина
фазових обмежень (𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇).

Для формулювання задачі керування рухом дрона визначимо цільо-
вий функціонал, математичний зміст якого розглядатимемо як критерій 
оптимальності керування. Відомо, що через конструкційні особливості 
каркас дрона-квадрокоптера має бути значно легшим за ротори на кін-
цях каркасу, через що вага каркасу є дуже обмеженою. Відомо також, 
що дистанційний дрон-квадрокоптер має електричне живлення елект-
ромоторів від акумулятора, який розміщено в каркасі дрона. З цього 
випливає, що якісний дрон має оптимально використовувати заряд аку-
мулятора для здійснення польоту, переміщення, маневрів, аби подов-
жити час своєї роботи; в противному випадку, довелося б збільшувати 
об’єм акумулятора, що, звісно, не вважалося б якісним рішенням. 
Отже, цільовий функціонал, що характеризує загальну інтенсивність 
використання роторів із плином часу, доцільно розглядати у вигляді 
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𝐽(𝑢) =  ∫ ∑ 𝑢𝑖
2(𝑡)

4

𝑖=1

𝑑𝑡
𝑇

𝑡0

 (6) 

Для мінімізації функціонала (6) за умов (1)–(5) застосуємо метод 
штрафних функціоналів [2], який дозволяє звести задачу (1)–(6) до 
задачі оптимального керування з вільним правим кінцем за рахунок 
введення «штрафів» на умови (3) на правому кінці траєкторії та на 
фазові обмеження (4). Отже, розглядатимемо таку задачу оптималь-
ного керування: знайти нижню грань функціонала 

�̃�(𝑢) =  ∫ ∑ 𝑢𝑖
2(𝑡)

4

𝑖=1

𝑑𝑡
𝑇

𝑡0

+ 𝑃(𝑢) (7) 

за умов (1), (2), (5), де через 𝑃(𝑢) > 0, 𝑢 ∈ 𝑈 позначено штраф-
ний функціонал. Функціонал (7) за умов (1), (2), (5) є обмеженим 

знизу (inf 𝐽(𝑢) > 0, 𝑢 ∈ 𝑈) та опуклим на опуклій замкненій обмеже-

ній множині (5) з гільбертового простору 𝐿2
(4)[𝑡0, 𝑇] векторних функ-

цій 𝑢 = (𝑢1,𝑢2, 𝑢3, 𝑢4), 𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝐿2[𝑡0, 𝑇] (𝑖 = 1, 4̅̅ ̅̅̅) зі скалярним добут-
ком  

(𝑢, 𝑣)
𝐿2

(4)
[𝑡0,𝑇]

= ∫ ∑ 𝑢𝑖(𝑡) ∙ 𝑣𝑖(𝑡)4
𝑖=1 𝑑𝑡

𝑇

𝑡0
,    ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿2

(4)[𝑡0, 𝑇]  

та нормою елемента 

‖𝑢‖
𝐿2

(4)
[𝑡0,𝑇]

= √(𝑢, 𝑢)
𝐿2

(4)
[𝑡0,𝑇]

= √∫ ∑ 𝑢𝑖
2(𝑡)4

𝑖=1 𝑑𝑡
𝑇

𝑡0
,   ∀𝑢 ∈ 𝐿2

(4)[𝑡0, 𝑇]. 

Крім того, функціонал (7) за умов (1), (2), (5) є неперервно-дифе-
ренційованим на множині 𝑈 і його градієнт задовольняє на 𝑈 умову 
Ліпшиця. Зазначені властивості, на підставі узагальненої теореми 
Вейерштрасса, дозволяють стверджувати, що функціонал (7) за умов 
(1), (2), (5) досягає своєї нижньої грані на 𝑈. До розв’язання оптимі-
заційної задачі (7), (1), (2), (5) будемо застосовувати метод умовного 
градієнта, збіжність якого випливає із загальної теореми про збіж-
ність цього методу у гільбертовому просторі [2, 3]. 

РЕЗУЛЬТАТИ 

Розроблений програмний продукт містить реалізацію методу 
штрафних функціоналів та методу умовного градієнта у поєднанні з 
допоміжними процедурами розв’язання відповідних задач Коші. Для 
реалізації консольної програми було використано мову програму-
вання Java в середовищі програмування IntelliJ IDEA Community 
Edition 2020.3.3. Чисельні експерименти було проведено з початко-
вими параметрами математичної моделі, визначеними в роботі [4] з 
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урахуванням [1]:  𝑔 = 9,81 м/с2;  𝑚 = 1,44 кг;  𝑙 = 0,225 м;  𝑘𝑙 = 1;
𝑏 = 1; 𝐼𝑥 = 𝐼𝑦 = 0,0151 кг ∙ м2; 𝐼𝑧 = 0,0253 кг ∙ м2; 𝐴𝑥 = 𝐴𝑦 = 𝐴𝑧 =
0,25 кг/с. Модель досліджувалася на проміжку змінення часу 
[𝑡0, 𝑇] = [0, 1] з обмеженнями на компоненти керування  𝑢𝑚𝑖𝑛 = 0,
𝑢𝑚𝑎𝑥 = 1. Під час застосування зазначених методів було побудовано
сіткову апроксимацію сформульованої задачі оптимального керу-
вання із залученням узагальненої квадратурної формули Сімпсона та 
реалізовано ітераційні алгоритми мінімізації розширеного сіткового 
функціонала з адаптованим варіантом вибору крокового множника. 
Виконано якісний аналіз отриманих числових та графічних результа-
тів; сформульовано відповідні висновки щодо практичної збіжності, 
точності та алгоритмічної складності реалізованих алгоритмів. 

ВИСНОВКИ 

Результати досліджень можуть бути використані у подальшій на-
уковій роботі авторів під час вдосконалення математичної моделі ке-
рування рухом дрона-квадрокоптера та покращення стійкості такої 
моделі із залученням відповідних регуляризуючих алгоритмів [5].  

Представлене дослідження було частково профінансоване Мініс-
терством закордонних справ Чеської Республіки в межах проєкту 
№ 23-PKVV-UM-4 «Підтримка підвищення якості викладання, науко-
вих досліджень та міжнародної діяльності в Дніпровському націона-
льному університеті імені Олеся Гончара (ДНУ)», реалізованого Кар-
ловим університетом і ДНУ. 
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